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Die funktionale Modellierung geeigneter Themen zeigt einerseits weitgehende Ge-
meinsamkeiten in Mathematik und Informatik auf, andererseits kénnen auch die un-
terschiedlichen Vorgehensweise aufgezeigt werden. Angesichts der Tatsache, dass ein
integrierter Mathematik- und Informatikunterricht in den allgemeinbildenden Schulen,
etwa in der Sekundarstufe II, ist in keinem der Bundeslédnder vorgesehen ist, bietet sich
im Folgenden ein Beispiel dafiir, wie im Informatikunterricht auch Mathematik gelernt
und/oder vertieft werden kann.

Im Mittelpunkt steht die Datenmodellierung eines funktionalen Programmieransatzes
zum Thema Analytische Geometrie im R3 in der Sekundarstufe I (in Auswahl). Das fiir
die Umsetzung eingesetzte Entwicklungssystem DrScheme® eignet sich in der Lernspra-
chenversion DMdA[1] fiir die funktionale Modellierung in besonderer Weise aufgrund
seiner didaktischen Konzepte wie systematische Konstruktionsanleitung und Funktions-
vertrdge als Bestandteil des Quellcodes.

Das Thema bietet ein reichhaltiges Ubungsgelidnde fiir den Umgang mit zusammen-
gesetzten Datentypen wie Verbund und Liste sowie mit Funktionen héherer Ordnung
(higher-order-functions).

1 Einfiihrung

1.1 Allgemeines

Analytische Geometrie im R3 (auch im R?) bietet eine direkte Anschaulichkeit und eine enorme
praktische Anwendbarkeit, etwa im Sinne von Problemstellungen wie ,,Schneiden sich die beiden
Geraden?”, ,Welchen Winkel bildet die Gerade mit der z-Achse?”, ,Wo schneidet die Gerade die
Ebene?” usw. Das heifst, in der Schulmathematik geht es wie in der Ingenieurswissenschaften bei
die diesem Thema weit iiber die innermathematische Beschéftigung hinaus zur praktischen Pro-
blemlésung.

Letztere steht im Zentrum der Informatik, und da einerseites beim praktischen Problemltsen in-
nermathematische Aspekte wie Aquivalenzen, Existenzbeweise etc. aufien vor bleiben und anderer-
seits Punktmengen wie Punkt, Gerade oder Ebene selbst mathematische Modelle der (idealisierten)
Wirklichkeit sind, konte eine Eins-zu-Eins-Ubernahme der mathematischen Modelle naheliegen. Es
wird sich zeigen, dass ein solche Vorgehen nicht immer hilfreich ist, vielmehr miissen z.T. andere
Modellierungen gefunden werden im Rahmen der Vorgaben durch z.B. die benutzte Programmier-
sprache, Aufwandsuntersuchungen von Algorithmen usw.

Inhaltlich beschréinkt sich das Thema auf die Untersuchung von Strukturen wie Punkte, Vektoren
und Geraden, kann aber erweitert werden auf Kugeln, Kreise usw.
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1.2 Didaktische Aspekte

Im diesem Beitrag geht es um Anregungen zum Programmieren-Lernen fiir Unterricht oder Ubun-
gen in der Sekundarstufe IT und/oder im Anfangssemester an Hochschulen, und zwar speziell fiir
einen funktionalen Ansatz. Dieser eignet sich fiir die o.a. gestellten Fragen in besonderer Weise, da
hier numerische oder BOOLEsche Werte als Ergebnisse erwartet werden.

Von daher stehen aus Sicht des Programmier-Unterrichtes der Einsatz von zusammengesetzten
Datentypen wie Liste und Verbund (record) fiir die Datenmodellierung sowie Funktionen hoherer
Ordnung (higher order functions) und das Erzeugen neuer Funktionen, auch anonymer Funktionen
(,;5chonfinkeln”) durch Funktionen im Mittelpunkt.

Die didaktischen ,Bonbons” des DMdA[1]-Konzeptes (,Die Macht der Abstraktion”) sind dabei

e die systematische Entwicklung einer Funktion mittels einer klar definierten Konstruktionsan-
leitung

e die vorgeschriebenen Vertrige fiir Funktionen und Datentypen, die als Bestandteil des Quell-
codes den Programmierer - im vorliegenden Fall den Schiiler - zu griindlicher Planung und
Disziplin zwingen

1.3 Codierung
Allgemein

Die Codierung der Modelle bzw. Entwiirfe erfolgt mit der DrScheme-Version 4.2.2, bei der sowohl
bei den DMdA-Sprachen (es wird das Sprachlevel Die Macht der Abstraktion benutzt) als auch bei
den HtDP-Sprachen|2] im Gegensatz zu fritheren Versionen Testfille als Bestandteil des Quellcodes
mit (check-expect <Funktionsaufruf> <Riickgabewert>)) aufgefiihrt werden.

Bei den DMdA-Sprachen kommt hinzu, dass Vertréage fiir Funktionen wie z.B. und (: skalar-produkt
(vektor vektor -> real)) oder bei der Typ-Definition wie z.B. (define gerade (contract
(mixed gerade-2pf gerade-prf))) ebenfalls Bestandteil des Quellcodes sind.

DMdA vs. HtDP

Fiir Leser mit Vorkenntnissen in den HtDP-Sprachen|2] sind bei DMdA folgende Unterschiede zu
beachten:

1. Funktionsvertrige sind in DMdA Bestandteile des Quellcodes und haben die Form
(: <Bezeichner> (<Argument> ... —-> <Rlckgabewert>))

2. Eine Funktionsdefinition hat im Gegensatz zu HtDP die Form

(define <Bezeichner>
(lambda <Parameterliste>
<Rumpf>))

3. Im Gegensatz zu den HtDP-Sprachen lauten die Wahrheitswerte nicht true und false,
sondern in DMdA #t und #£, also wie in Standard-Scheme

4. Die Priifung auf Gleichheit mit equal? ist erst DMdA-Stufe Die Macht der Abstraktion
mit Zuweisungen moglich. Flr Die Macht der Abstraktion - Anfanger und Die Macht der
Abstraktion wird statt dessen das gewthnliche Gleichheitszeichen = benutzt.

5. Auf der hier benuzten Sprachebene Die Macht der Abstraktion steht die Funktion apply
nicht zur Verfiigung. Statt dessen wird, wenn moglich, fold verwendet.



2 Datenmodellierung

Die in Frage kommenden Objekte wie Punkt sowie die Punktmengen Gerade, Ebene und Kugel
sind bereits mathematische Modelle, fiir die eine geeignete Daten-Repésentation in der vorliegenden
Programmiersprache gesucht werden muss.

2.1 Punkte und Vektoren

Punkte und Vektoren im R3 sind datentechnisch #quivalent, es handelt sich jeweils um Tripel von
reellen Zahlen:

P(X|Y|Z2) 7o=\v

Als zusammengesetzter Datentyp bietet sich ein Verbund an, der in den DMdA-Sprachstufen fol-
gendermafen konstruiert wird:

(define-record-procedures vektor
make-vektor vektor?
(vektor-x vektor-y vektor-z))

Listing 1: Zahlentripel als Verbund

Somit liegt eine Analogie zum 2-dimensionalen Typ posn der HtDP-Sprachen vor.

Dennoch soll im Folgenden ein anderer Weg verfolgt werden: Wie bereits in der Einfiithrung ver-
deutlicht worden ist, soll hier der Umgang mit Funktionen héherer Ordnung geiibt werden, was die
Bearbeitung von Listen voraussetzt. Deshalb wird ein Punkt oder Vektor durch eine 3-elementige
Liste reprasentiert:

(define vektor
(contract
(combined (list real)
(predicate (lambda (1) (= (length 1) 3))))))

Listing 2: Zahlentripel als Liste mit 3 rellen Zahlen

Hier wird eine DMdA-Spezialitéit deutlich: Die Typ-Definition erfolgt durch einen Vertrag, in dem
der Typ ,reelle” Zahlenliste mit dem Pridikat/Bedingung, dass diese genau drei Elemente enthalten
muss, kombiniert.

2.2 Grundoperationen als Funktionen

Die Funktion v-addition fiir die Vektoraddition verbraucht zwei Listen und liefert eine Liste
zuriick, also

(: vektor+ (vektor vektor -> vektor))

(check-expect (vektor+ (list 1 0 -4) (list -2 1 3)) (list -1 1 -1))

Da die Elemente zweier gleichlanger Listen paarweise addiert werden sollen, bietet sich der Einsatz
von map an:

(define vektor+
(lambda (vl v2)
(map + vl v2)))

Der Einfachheit kann man auch eine Vektorsubtraktion definieren, wenn man eine s-Multiplikation
mit —1 und Vektorraddition vermeiden will:

(: vektor- (vektor wvektor -> vektor))

(check-expect (vektor- (list 1 0 -4) (list -2 1 3)) (list 3 -1 -7))




(define vektor-—
(lambda (v1 v2)
(map — vl v2)))

Die s-Multiplikation oder Skalar-Multiplikation verbraucht als Skalar eine reelle Zahl und als
Vektor eine Liste und liefert eine Liste als Vektor zuriick, also

(: s—multiplikation (real vektor -> vektor))

(check-expect (s-multiplikation 3 (list 1 0 -4)) (list 3 0 -12))

Da jedes Element der Vektor-Liste mit dem Skalar multipliziert werden soll, kénnen wir die an-
onyme Funktion (lambda (komponente) (% skalar komponente)) mittels map auf vektor an-
wenden:

(define s-multiplikation
(lambda (s V)
(map (lambda (komponente) (* s komponente)) v)))

Fiir das Skalarprodukt ergibt sich aus der Definition

Vig (O
VU= | vy || v2y | = VigVag +V1yV2y + V1202, ER
V1z V22

mit Hilfe von map und fold (da in diesem Sprachlevel apply nicht zur Verfiigung steht):

(: skalar-produkt (vektor vektor -> real))

(check-expect (skalar-produkt (list 1 1 1) (list 1 2 3)) 6)
(check-expect (skalar-produkt (list 1 1 0) (list 0 0 1)) 0)

(define skalar-produkt
(lambda (v1 v2)
(fold 0 + (map * vl v2))))

Der Betrag/Linge eines Vektors ergibt sich sofort aus v - @

(: betrag (vektor -> real))
(check-expect (betrag (list 1 2 2)) 3)

(define betrag
(lambda (vektor)
(sgqrt (skalar—-produkt vektor vektor))))

Das Vektorprodukt, auch ,Kreuzprodukt” genannt, existiert aufgrund seiner Definition bekannt-
lich nur im 3-dimensionalen Raum

ax b1 azbs — azby
axb= ag X bg = a3b1 — (11[)3
as bg a1b2 — CLle

mit den Eigenschaften:
e Fiir i = @ x b gilt: 71d@ und 7.Lb
o |@xbl=la|l-bl-sing mit¢=<(i,a)

a1 b1 C1
e d-(bx?d)=laz by co| =det(d,b,?) (Spatprodukt = Determinante, s.u.)
as bg C3

Das Vektorprodukt selbst wird als Funktion zweier Listen modelliert:
(: vektor-produkt (vektor vektor —-> vektor))

mit z.B.



(check-expect (vektor-produkt (list 1 1 1) (list 1 2 3)) (list 1 -2 1))
(check-expect (vektor-produkt (list 0 1 0) (list 1 0 0) ) (list 0 O -1))
(check-expect (vektor-produkt (list 0 0 1) (list 0 1 0)) (list -1 0 0))

Wir wihlen einen Weg, der den Einsatz von map ermoglicht. Dazu betrachten wir folgende Umfor-
mung:

azbz — azbs azbz azby as b3 as )
axb=|asby —aibs | = asb1 | — |abs | = a3 | Qb1 | — a1 | @ | b3
arby — azby a1by azby ay bo az by

wobei die Verknilipfung ® eine komponentenweise Multiplikation zweier Vektoren ist, deren Ergeb-
nisse wieder einen Vektor bilden. Schreiben wir die vier Spaltenvektoren im letzten Term als Listen,
erhalten wir

(vektor- (® (list a2 az a1) (list bg b1 b)) (® (list a3 a1 as) (list ba b3z b1)))
Modifizieren wir jetzt den Term mit den aus der Technischen Informatik bekannten Ring-Schiebe-

Register-Operatoren rol (= rotate left, also Links-Schieben) und ror (= rotate right, also Rechts-
Schieben), erhalten wir

(vektor-
(® (rol (list al a2 a3 )) (ror (list bl b2 b3)))
(® (ror (list al a2 a3 )) (rol (list bl b2 b3))))

Ersetzt man (® listel liste2) durch (map * listel liste2), bleiben nur noch die Hilfs-
funktion rol und ror zu definieren:

;———,Rotiert” Liste=Vektor nach links
(: rol (vektor -> wvektor))

(check-expect (rol (list 2 3 4)) (list 3 4 2))

(define rol
(lambda (vektor)
(append (rest vektor) (list (first vektor)))))

und

;———,Rotiert” Liste=Vektor nach rechts
(: ror (vektor -> vektor))

(check-expect (ror (list 2 3 4)) (list 4 2 3))

(define ror
(lambda (vektor)
(reverse (rol (reverse vektor)))))

Insgesamt ergibt sich

(define vektor-produkt
(lambda (vl v2)
(map -
(map * (rol vl1) (ror v2))
(map * (ror wvl1) (rol v2)))))

Fiir bestimmte Anwendungen ist auch das Spatprodukt

-,

(@xb)-c

niitzlich. Es besonderer Vorteil liegt darin, dass man aufgrund der Beziehung

. aq bl C1 N
(ﬁ X b) -C= a9 b2 Cy| = det(d, b, 5)
as b3 C3



auch 3x3-Determinanten berechnen kann, weshalb wir die zugehorige Funktion spat-produktauch
det nennen konnen:

(: spat-produkt (vektor vektor vektor -> real))

(check-expect (spat-produkt (list 1 1 1) (list 1 2 3) (list 1 1 1)) O0)
(check-expect (spat-produkt (list 1 0 0) (list 0 1 0) (list 0 O 1)) 1)

(define spat-produkt
(lambda (vl v2 v3)
(skalar-produkt (vektor-produkt vl v2) v3)))

Schlieflich erlaubt die Determinantenberechnung im R? auch die Untersuchung von Linearen Glei-
chungssystemen (LGS) der Form

x-c’i—l—y-iﬂ—z-é’ch

mit Hilfe der CRAMERschen Regel, wobei fiir die Losungsmenge als reelles Zahlentripel gilt:

Existiert keine eindeutige Losung, kann soll die gesuchte Funktion mit der Zeichenkette “nicht
(eindeutig) 1ld&sbar)” anworten.
Das ergibt folgenden Vertrag:

(: cramer (vektor vektor vektor vektor -> (mixed string (list real))))

mit z.B.

(check-expect
(cramer (list 2 3 1) (list -5 1 -3) (list 7 -2 5) (list 1 4 2))
(list 21/13 45/13 28/13))

und der Schablone

(define cramer
(lambda (vl v2 v3 v4)
(cond
(voen nicht 1dsbar...... <Zeichenkette>)

<Ldsungsmenge>))))

Nicht l6sbar ist das LGS, wenn det(d, 57 @) = 0, also muss gepriift werden, ob das Spatprodukt der
drei Vektoren Null ergibt.

Damit ergibt sich insgesamt

(define cramer
(lambda (vl v2 v3 v4)
(cond

((zero? (spat-produkt vl v2 v3)) "nicht (eindeutig) l&sbar)"

(else

(list
(/ (spat-produkt v4 v2 v3) (spat-produkt vl v2 v3))
(/ (spat-produkt vl v4 v3) (spat-produkt vl v2 v3))
(/ (spat—-produkt vl v2 v4) (spat-produkt vl v2 v3)))))))

2.3 Punktmengen: Beispiel Gerade

Bei Punktmengen wie Gerade, Ebene und Kreis gibt es Beschreibungen mit und ohne Parameter,
letztere sind je nach dem mit Skalar- oder/und Vektorprodukt méglich:

Fiir eine Gerade im R? sind folgende Beschreibungen bzw. Darstellungen iiblich:



1. 2-Punkteform, mit Parameter

. ay az by
g: p=d+t-(@-b)=| a, | +t- ay | — | by mit ¢t € R
a, a, b,

—

Kennzeichnung: 2 Ortsvektoren @, b

2. Punktrichtungsform, mit Parameter

Qg Vg
g: p=d+t-v= ay +t- Uy mit ¢t € R
a, Uz

Kennzeichnung: Ortsvektor @, Richtungsvektor ¢

3. parameterfreie Form, mit Vektorprodukt
g: vx((P—a)=0
Kennzeichnung: Ortsvektor @, ,Einheits”™Richtungsvektor vg, d.h. |v5] = 1

Eine Analyse dieser Ubersicht bringt folgende Erkenntnisse:

e In allen drei Darstellungen ist eine Gerade durch 2 Vektoren gekennzeichnet

e Die Parameterdarstellungen 1. und 2. dienen der Berechnung eines Punktes P € g aus einem
vorgegebenen Parameter t
e Die parameterfreie Darstellung 3. ermdglicht
— die Priifung der Frage ,P € g 7’
— Abstandsberechungen d(P, g) = |vy x (p— @)|

Also kann eine gerade als ein gemischter Datentyp modelliert werden:
Eine Gerade ist gekennzeichnet durch

e 2 Ortsvektoren oder
e 1 Ortsvektor und 1 Richtungsvektor

Daraus ergibt sich folgender Vertrag:

(define gerade

(contract
(mixed
gerade-2pf ; 2 Ortsvektoren
gerade-prf))) ; 1 Ortsvektor, 1 Richtungsvektor

Listing 3: Vertrag fiir den Typ Gerade

Die Ortsvektor zeigen auf Punkte der Geraden, also kénnen wir den zugehorigen Zahlentripeln
auch von Punkten sprechen, und entsprechend ergeben sich die beiden Einzeltypen gerade-2pf
und gerade-prf, die sinnvollerweise als Verbund mit jeweils zwei Komponenten fiir die beiden
Vektoren definiert werden:

(: make—-gerade-2pf (vektor vektor —-> gerade-2pf))
; Eine Gerade ist gekennzeichnet durch 2-Punkte/Vektoren
(define-record-procedures gerade-2pf
make—gerade-2pf gerade—-2pf?
(gerade-2pf-punktl ; 1. Ortsvektor (,Stiitzvektor”)
gerade—-2pf-punkt2)) ; 2. Ortsvektor

(: make—-gerade-prf (vektor vektor -> gerade-prf))
; Eine Gerade ist gekennzeichnet durch einen Punkt
; und einen Richtungsvektor
(define-record-procedures gerade-prf
make—-gerade-prf gerade-prf?
(gerade-prf-punkt ; Ortsvektor (,Stilitzvektor”)
gerade-prf-richtung)) ; Richtungsvektor

Beispiele (fiir Testfille im Folgenden)




define g0a (make-gerade-2pf (list 1 0 -4) (list -1 1 -1)

))
define g0b (make-gerade-prf (list 1 0 -4) (list -2 1 3)))

(

(

(define gl (make-gerade-prf (list 0 0 0) (list 1 0 1)))
(define g2 (make-gerade-prf (list 1 0 0) (list -1 0 1)))
(define g3 (make-gerade-prf (list 0 1 0) (list 1 0 1)))
(define g4 (make-gerade-prf (list 1 0 0) (list -1 0 1)))

Es bleibt die Frage, wie man eine ,Geradengleichung” erhélt, und zwar zunéchst in Parmeterform.
Es ist also eine Funktion zu konstruieren, die zu einer gegebenen Geraden g eine Geradengleichung
produziert, z.B. in der ,Punkt-Richtungsform” 2.:

(: g-gleichung-mit-parameter (gerade —-> (real —-> vektor)))
Es handelt sich also um eine Funktion, die Funktionen erzeugt:

(define g-gleichung-mit-parameter
(lambda (g)
<Parameterform von g>))

Da sich die beiden Parameterformen 1. und 2. strukturell nicht unterscheiden, sondern nur durch
die Art der kennzeichnenden Vektoren, kénnen wir abstrahieren und sie als eine anonyme Funktion
formulieren

; Parameterform von 2.:
(lambda (t)
(vektor+ (gerade-punkt g) (s-multiplikation t (gerade-richtung g))))

wobel

(: gerade—-punkt (gerade -> vektor)) ,; Ortsvektor oder ,Stlitzvektor”

(check-expect (gerade-punkt g0a) (list 1 0 -4))
(check-expect (gerade-punkt g0b) (list 1 0 -4))

und

(: gerade-richtung (gerade -> vektor))

(check-expect (gerade-richtung g0a) (list -2 1 3))
(check-expect (gerade-richtung gOb) (list -2 1 3))

zwei Funktionen sind, die aus g als gemischtem Datentyp jeweils die zutreffenden Vektoren extra-
hieren.
Dabei muss jeweils eine Fallunterscheidung durchgefiihrt werden:

(define gerade-punkt
(lambda (qg)
(cond
(< 2-Punkteform?> ..... )
(< Punkt-Richtungsform?> ..... ))))

und

(define gerade-richtung
(lambda (g)
(cond
(< 2-Punkteform?> ..... )
(< Punkt-Richtungsform?> ..... ))))

Durch Abfragen mit den Préadikatoren gerade-2pf? und gerade-prf? und Auswéhlen der zutref-
fenden Verbund-Komponenten von g erhélt man fiir gerade-punkt:

(define gerade-punkt

(lambda (qg)
(cond
((gerade-2pf? qg)
gerade-2pf-punktl g)) , ...-punkt2 wdre auch méglich

(
((gerade-prf? qg)
(gerade-prf-punkt g)))))



Bei der 2-Punkte-Form ergibt die Differenz (vektor- (gerade-2pf-punkt2 g) (gerade-2pf-punktl
g)) der beiden Ortsvektoren einen Richtungsvektor, womit diese auf die Punkt-Richtungsform zu-
riickgefiihrt wird:

(define gerade-richtung
(lambda (qg)
(cond
((gerade-2pf? g)
(vektor—- (gerade-2pf-punkt2 g) (gerade-2pf-punktl g)))
((gerade-prf? g)
(gerade-prf-richtung g)))))

Damit ist g-gleichung-mit-parameter komplett:

(define g-gleichung-mit-parameter
(lambda (q9)
(lambda (t)
(vektor+ (gerade-punkt g) (s-multiplikation t (gerade-richtung g))))))

Listing 4: Geradengleichung mit Parameter

was man mit Testfdllen bestéatigen kann:

(check-expect ((g-gleichung-mit-parameter gOa) 1) (list -1 1 -1))
(check-expect ((g-gleichung-mit-parameter gOb) 1) (list -1 1 -1))
(check-expect ((g-gleichung-mit-parameter g2) 3) (list -2 0 3))

Wie bereits oben erwéhnt, kann auch die parameterfreie Geradendarstellung (3. in der o.a. Uber-

sicht), ndmlich g : 0y x (p—a) = 0 fiir manche Anwendungen niitzlich sein, z.B. Bestimmung des
Abstandes Gerade-Punkt mit d(g, P) = |0y x (§— @)| oder Kldrung von P € g7

Fiir die entsprechende Funktion

(: g-gleichung-ohne-parameter (gerade -> (vektor -> vektor)))

Die Gleichung stellt einen BOOLEschen Ausdruck dar, der je nach dem, ob P € g. Deshalb wird
nur der Term der linken Seite (ohne Betrag) in Scheme codiert.

(define g-gleichung-ohne-parameter ;

(lambda (9)
(....<Bestimmung des Einheits-Richtungsvektors>....
(lambda (p)
(vektor-produkt v0 (vektor—- p (gerade-punkt g)))))))

Der Einhheits-Richtungsvektor vy = wird als lokale Variable aus dem Richtungsvektor der

v
|]
Geraden
(let ((v0 (s—-multiplikation

(/ 1 (betrag (gerade-richtung g)))
(gerade-richtung g))))

ermittelt, insgesamt

(define g-gleichung-ohne-parameter ;
(lambda (qg)
(let

((v0 (s—multiplikation ; v0 = Einheits—-Richtungs-Vektor
(/ 1 (betrag (gerade-richtung g)))
(gerade-richtung g))))

(lambda (p)
(vektor-produkt v0 (vektor—- p (gerade-punkt g)))))))

Listing 5: Geradengleichung ohne Parameter



3 Anwendungen: Konstruktion der Analyse-Funktionen
(Auswahl)

Hinweis: Die Anwendungsfunktionen werden i.A. nicht geméfs der ausfiihrlichen Konstruktionsan-
leitung entwickelt.

Lineare Abhdngigkeit, allgemein
Bekanntlich ist im R? eine Menge von n > 4 Vektoren stets l.a. und der Fall n = 1 ist trivial.
Zum Priifen auf Lineare Abhéngigkeit bieten folgende Moglichkeiten:

1. Je eine eigene Funktion fiir n =2 und n = 3
2. Eine Funktion mit Fallunterscheidung fiir n =2 und n = 3
3. Eine Funktion fiir n > 1

Im Folgenden werden die Félle 1. und 3. vorgestellt

Lineare Abhdngigkeit von 2 Vektoren
Es bieten sich zwei Varianten an:

e mit Skalarprodukt
Eine Uberpriifung der Linearen Abh#ngigkeit einer Menge von zwei Vektoren mittels des
Satzes

ol

{@, b} la. < |a-b=|alp|

liefert i.A. falsche Ergebnisse, weil |@-b| exakte Scheme-Zahlen, dagegen |@| oder |b] wegen der
Quadratwurzel in betrag inexakte Scheme-Zahlen. Deshalb miissen beide Seiten quadriert

werden, d.h. |@- b2 = (@- @)(b- b) wird als Kriterium genommen:
(: la-2? (vektor vektor -> boolean))

; prift, ob 2 Vektoren l.a. sind, mittels |vl v2|= |v1]|]|v2]
; da |ab| exakt, aber [al|b| i.a. inexakt ist, erfolgt Quadratur

(check-expect (la-2? (list 1 2 3) (list 1 0 1)) #£f)
(check-expect (la-2? (list 1 2 3) (list 0 O 0)) #t)

(define la-27
(lambda (v1 v2)
(= (* (skalar-produkt vl v2) (skalar-produkt vl v2))
(*» (skalar-produkt vl vl) (skalar-produkt v2 v2)))))

Hier ist abzuwégen, ob es Vorteile im Hinblick auf das Folgende bringt, die Funktion nicht mit
den beiden Einzelvektoren als Parameter zu modellieren, sondern mit einer Liste aus den bei-
den Vektoren, also mit einem Vertrag der Form (: 1a-2? ((list vektor) -> boolean))

e mit Vektorprodukt
Das Kriterium

{@, b} la. = axb=0

kann hier nicht direkt umgesetzt werden, da auf der Sprachebene ,,Die Macht der Abstraktion
angepasst” equal? nicht zur Verfligung steht. Da somit nur Zahlen mit ,,=" verglichen werden
konnen, erfolgt ein Ubergang auf den Betrag:

{@, b} la. < |@axb=0

(: la-2? (vektor vektor -> boolean))
; prilift, ob 2 Vektoren l.a. sind, mittels |vl x v2[/= 0

(check—-expect (la-2? (list 1 2 3) (list 1 0 1)) #f)
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(check-expect (la-2? (list 1 2 3) (list 0 0 0)) #¢t)

(define la-27
(lambda (v1 v2)
(zero? (betrag (vektor-produkt vl v2)))))

Auch hier ist abzuwégen, ob es Vorteile im Hinblick auf das Folgende bringt, die Funktion
nicht mit den beiden Einzelvektoren als Parameter zu modellieren, sondern mit einer Liste
aus den beiden Vektoren, also mit einem Vertrag der Form (: 1a-2? ((list vektor) ->
boolean))

Lineare Abhdngigkeit von 3 Vektoren
Eine einfache Uberpriifung kann mit dem Spatprodukt oder der Determinante der Vektoren erfol-

gen:

also

(:

{@ b} la. < (@xDb) &=det(@bc)=0

la-3? (vektor vektor vektor -> boolean))

(check-expect (la-3? (list 1 0 0) (list 0 1 0) (list 0 O 1)) #f)
(check-expect (la-3? (list 1 0 0) (list 0 1 0) (list 1 1 0)) #¢t)

(define la-3?
(lambda (vl v2 v3)

(zero? (spat—-produkt vl v2 v3))))

Lineare Abhdngigkeit von n Vektoren

Da die Anzahl der Vektoren variiert, werden keine Einzelvektoren als Parameter verwendet, sondern
eine Liste von Vektoren:

(:

la-n? ((list wvektor) -> boolean))

Es werden zwei Varianten vorgestellt mit folgenden Testféllen:

(
(
(
(
(
(
(
(

check-expect (la-n? (list (list 1 2 3) (list 2 3 4) (list 2 4 6))) #t)
check-expect (la-n? (list (list 1 2 3) (list 2 3 4) (list 1 4 6))) #£)
check—-expect (la-n? (list (list 1 2 3) (list 2 3 4) (list 0 0 0))) #t)
check-expect (la-n? (list (list 1 2 3) (list 1 4 6))) #f)

check-expect (la-n? (list (list 1 2 3) (list 2 4 6))) #t)

check—-expect (la-n? (list (list 1 2 3) (list 0 0 0))) #t)

check-expect (la-n? (list (list 1 2 3))) #f) ; n=1, falls nicht Nullvektor
check-expect (la-n? (list (list 0 0 0))) #t) ; n=1, Nullvektor

e ohne Vektorprodukt

Es miissen 4 Falle unterschieden werden, die Félle n > 4 und n = 1 sind trivial:

(define la—-n-?
(lambda (liste)
(cond
((>= (length liste) 4) #t) ; n>=4 im R3 immer 1l.a.
((= (length liste) 1) (zero? (betrag (first liste))))
; n=1: Nullvektor ist 1l.a., sonst 1.u.
((= (length liste) 2) ........ ) ; n=2
(else ; =3

Im Falle n = 2 wird die o.a. Funktion 1a-22 auf die beiden Elemente der Liste angewendet.
Fiir den else-Fall, also n = 3, wird folgende Tatsache benutzt, dass eine Menge von 3
Vektoren genau dann l.u. ist, wenn alle Vektoren paarweise l.u. sind, oder dass eine Menge
von 3 Vektoren genau dann l.a., wenn mindestens ein Paar l.a. ist, was man wieder mit 1a-2?
iiberpriifen kann.
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(define la-n-?
(lambda (liste)

(cond
((>= (length liste) 4) #t) ; n>=4 im R3 immer 1l.a.
((= (length liste) 1) (zero? (betrag (first liste))))
; n=1: Nullvektor ist l.a., sonst 1.u.
((= (length liste) 2) (la-27? (first liste) (first (rest liste)))) ,; n=2
(else ; =3
(or
(la—27? (first liste) (first (rest liste)))
(la=-27? (first liste) (first (rest (rest liste))))
(la—27? (first (rest liste)) (first (rest (rest liste)))))))))

e mit Vektorprodukt

Diese Variante unterscheidet sich von Variante 1 lediglich dadurch, dass der else-Fall, also
n = 3, durch die schon definierte Funktion 1a-3? ersetzt, in der das Spatprodukt steckt, das
wiederum das Vektorprodukt enthélt:

(define la—-n-?
(lambda (liste)

(cond
((>= (length liste) 4) #t) ; n>=4 im R3 immer l.a.
((= (length liste) 1) (zero? (betrag (first liste))))
; n=1: Nullvektor ist 1l.a., sonst 1.u.
((= (length liste) 2) (la-27? (first liste) (first (rest liste)))) ,; n=2
(else ; =3
(la-37
(first liste) (first (rest liste)) (first (rest (rest liste))))))))

Winkel zwischen zwei Vektoren in Bogenmajs
(: winkel-rad (vektor vektor -> real))

(check-expect (winkel-rad (list 1 0 0) (list 2 0 0)) O0)
(check-within (winkel-rad (list 1 0 0) (list O 1 0)) 1.57 0.01) , Pi/2 inexakt

(define winkel-rad
(lambda (vl v2)
(acos
(/
(skalar-produkt vl v2)
(x (betrag vl) (betrag v2))))))

Winkel zwischen zwet Vektoren in Grad
Da die Kreiszahl 7 in DMdA leider nicht implementiert ist, muss sie selbst definiert werden:
(define kreiszahl 3.141592653589793)

(: winkel-grad (vektor vektor -> real))

(check-expect (winkel-grad (list 1 0 0) (list 2 0 0)) O0)
(check-within (winkel-grad (list 1 0 0) (list 0 1 0)) 90 0.01)

(define winkel-grad
(lambda (v1 v2)
(* 180 (/ (winkel-rad vl v2) kreiszahl))))

Winkel zwischen zweit Geraden in Bogenmaf3

(: g-winkel-rad (gerade gerade -> real))

(check-within (g-winkel-rad g0a gl) 1.38 0.01)
(check-within (g-winkel-rad gl g2) 1.57 0.01) ; pi/2 = inexakte Zahl !
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(check-within (g-winkel-rad gl g3) 0 0.01) ;,
(define g-winkel-rad
(lambda (g h)

(winkel-rad (gerade-richtung g)

Senkrechte Geraden

(: senkrecht? (gerade gerade —-> boolean))

(check—-expect
(check-expect

(senkrecht? gl0a gOb) #f)
(senkrecht? g3 g4) f#t)

(define senkrecht?
(lambda (g h)

(zero? (skalar-produkt (gerade-richtung g)

Parallele Geraden

(: parallel? (gerade gerade —-> boolean))

(check-expect (parallel? gOa gOb) #t)
(check-expect (parallel? gl g2) #f)
(check-expect (parallel? gl g3) #t)
(check-expect (parallel? gl gl) #t)

(define parallel?
(lambda (g h)
(la-27? (gerade-richtung qg)
Lage zweier Geraden zueinander
(: geraden—-lage

(gerade gerade —-> string))

inexakt

(gerade-richtung h))))

(gerade-richtung h)))))

(gerade-richtung h))))

(check-expect (geraden-lage gl g2) ”g, h windschief”)
(check-expect (geraden-lage gl g3) “gl|lh & g<>h")
(check-expect (geraden—-lage g2 g2) ”“g=h")

(define geraden-lage

(lambda (g h)
(cond
((la-27? (gerade-richtung g)
(cond
((la-27? (gerade-richtung g)
(vektor—- (gerade-punkt g)
(else
"gllh & g<>h”)))
(else
(cond
((la-n? (list (gerade-richtung g)

(vektor—
"grh<>{}")
(else
”g, h windschief”))))))

Abstand Gerade-Punkt

(: abstand-g-P (gerade vektor —-> real))
(check-within ( gOA
(check-within (abstand-g-P g2
(check-expect (abstand-g-P gl
(check-within (abstand-g-P g3

abstand-g-P (list 0 0 0))
(list 0 0 0))
(list 0 0 0)) 0)

(list 0 0 0))

(define abstand-g-P

(gerade-punkt h)))

(gerade-richtung h))

"g=h” )

(gerade-richtung h)
(gerade-punkt g)

(gerade—-punkt h))))

1.73 0.01)
0.707 0.01 ) ;

genau: (/ (sqrt 2) 2)

1 0.01)
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(lambda (g P)
(betrag ((g-gleichung-ohne-parameter g) P))))

Abstand zweier Geraden

Bekanntlich haben zwei Geraden

g:p=d+t-v und h:ﬁ:g+s~ﬁ
den Abstand
d(g.h) = |v§x£a_51| o falls gk
|(Tx @) -(@—Db)] sonst

Das ergibt

(: abstand-g-g (gerade gerade —-> real))

(check-within (abstand-g-g g0A gl) 0.96 0.01)
(check-expect (abstand-g-g gl g4) 0)
(check-within (abstand-g-g gl g3) 1 0.01 ) , inexakt

(define abstand-g-g
(lambda (g h)
(let ((differenz (vektor- (gerade-punkt g) (gerade-punkt h)))
(vO (s—multiplikation
(/ 1 (betrag (gerade-richtung g)))
(gerade-richtung g))))
(cond

((parallel? g h) (betrag (vektor-produkt v0 differenz)))
(else

(let ((z (vektor-produkt (gerade-richtung g) (gerade-richtung h))))
(abs (skalar—-produkt
(s-multiplikation (/ 1 (betrag z)) z)
differenz))))))))

4 Ausblick

Fiir weitere Punktmengen wie Ebene und Kugel oder gar Kegelschnitte kann in d&hnlicher Weise
vorgegangen werden.

Bei der Ebene werden die Modellierungsméglichkeiten komplexer:

Es gibt nicht nur drei Parameterformen (3 Ortsvektoren, 2 Ortsvektoren und 1 Richtungsvektor, 1
Ortsvektor und 2 Richtungsvektoren), sondern auch zwei parameterfreie Formen: die Normalformen
mit Skalarprodukt, wie z.B. die HESSEsche Normalenformen, und Formen mit Vektorprodukt
E:Wxu)-(p—35) =0.

Entsprechend wéchst der Umfang der moglichen Anwendungsfunktionen: Zu den Untersuchungen
zweier Ebenen wie z.B. Lage zweier Ebenen zueinander oder Winkel zwischen Ebenen kommen
die Mischfille Gerade-Ebene wie z.B. Lage Geraden und Ebene zueinander oder Winkel zwischen
Ebene und Gerade usw.

Es gibt also noch viel zu tun.
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